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1 Introduction 

Soit F un corps de nombres totalement réel de nombres de classes 1. 
On note n — [F : Q] son degré, Of l'anneau des entiers de F, 7i le demi- 
plan de Poincaré, et on fixe un plongement réel ij de F. Etant donnés deux 
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entiers c 7^ et d de Op premiers entre eux, nous définissons la somme de 
Dedekind généralisée Sj(d,c) comme une certaine fonction réelle-analytique 
Sj (d,c; .) : H 71 ' 1 -> R. 

L'objectif de cet article est double : d'abord étudier ces fonctions en 
généralisant les identités remarquables satisfaites par les sommes de Dedekind 
classiques. Ensuite, relier des valeurs spéciales de Sj(d,c; .) en des points 
algébriques de H. n ~ l à des valeurs spéciales de fonctions L de Hecke en s = 0. 

Commençons par présenter le cas où F est le corps des rationnels. Les 
sommes de Dedekind classiques peuvent être introduites de la manière suiv- 
ante à partir de la formule de transformation modulaire du logarithme de la 
fonction 77 de Dedekind. 

La fonction 77 de Dedekind est définie sur le demi plan de Poincaré 7i par 



00 



v (z)=e inz/12 l[(l-e 2tnnz ). 



n=l 



Sa puissance 24-ème est la forme modulaire A de poids 12 sur le groupe 
SX 2 (Z). On choisit comme logarithme de 77 la branche holomorphe 

Î7T 00 ^ 00 ^ ^2inmnz 

\nri(z) := —z — > > . 

Iy ' 12 ^ ^ m 

m=l n=l 

Soit A = ^ ^ ^ ^ une matrice de SX 2 (Z) telle que c 7^ 0. Si on note ln la 

branche principale du logarithme, la fonction ln 77 vérifie donc la formule de 
transformation 

\nr](Az) = In 77(2) + ^ m (-(cz + d) 2 ) + ^r(A) 

qui définit la fonction : ST 2 (Z) — > Z de Rademacher. La somme de 
Dedekind classique s(d, c) est le rationnel lié à $r(A) par la relation 



s(d,c) : = 



sign(c)$ R (A) + 



Dans [De], Dedekind déduit de la formule de transformation de lnr/ la loi 
de réciprocité fondamentale 

s(d,c)+s(c,d) = ~\+^ (^ + ^ + ^) si (c, d) = l, c>0, d> 0.(1) 
Ensuite, il utilise le travail de Riemann pour démontrer l'égalité 



- - x v , y v , , , , x — [x] — \ sinon, 

fcmodc 



si a; entier, 



qui permet d'étendre la définition de s(d, c) au cas où c et d ne sont pas 
premiers entres eux. Enfin Dedekind montre que pour tout p premier on a 
l'identité 

s(dp,c)+ s(d + cr,cp) = (p+ l)s(d,c), (2) 

r modp 

c'est-à-dire que les sommes de Dedekind classiques sont des fonctions propres 
pour certains opérateurs de Hecke. 

Toute cette construction se généralise au corps F. En effet, nous utilisons 
la formule de transformation modulaire de la fonction Aj : Ti n — > R introduite 
par Hara ([Ha]) pour définir une fonction réelle-analytique 

: SL 2 {O f ) x H n ~ X -> M 

analogue de la fonction de Rademacher. Nous introduisons ensuite la 

somme de Dedekind généralisée Sj(d, c; .) qui ne diffère de $j 

que d'un terme élémentaire. 

Nous démontrons alors que ces sommes vérifient une loi de réciprocité et 
une identité qui généralisent (JJJ) et (J2J. Cette loi de réciprocité, qui constitue 
le théorèmelU met en évidence le rôle particulier joué par la fonction s(0, 1; .). 

On s'intéresse dans le reste de cet article à des invariants de classes de 
r := SL 2 (Of) construits à l'aide de valeurs spéciales de la fonction 

Cet invariant est défini dans le cas rationnel par Rademacher ([Ral]) selon 
la formule W(A) := $ R (A)/6- sign(ctr(Â))/2. Dans [At], M. Atiyah identifie 
différents invariants de classes de SL 2 (Z) à la fonction En particulier, 
il explique comment associer à une matrice hyperbolique de SL 2 (Z) une 
fonction entière La(s) qui consiste essentiellement en une fonction L de Hecke 
partielle. M. Atiyah démontre ensuite l'égalité 

L A {0) = 

en adaptant des résultats de C. Meyer [Me]. Nous nous proposons de généraliser 
l'identité précédente en nous inspirant des résultats de Hara [Ha]. 

On considère une matrice A de T comme un élément (A k ) de SL 2 {R) n . On 
suppose que A n'a qu'une composante hyperbolique Aj. Un telle matrice sera 
dite quasi- elliptique. En effet, les autres composantes sont alors elliptiques et 
on note u> c G 7i n_1 le points fixe de (A k ) k ^j. 

D'une part, on normalise la valeur spéciale $j(A, oj c ) pour obtenir un 
invariant *&{A). On définit d'autre part la fonction La(s) associée à une 
matrice A quasi-elliptique. C'est pour l'essentiel une fonction L de Hecke 
partielle d'un ordre de l'extension quadratique K de F engendrée par les 
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valeurs propres de A. Nous montrons ensuite que ces fonctions La{s) sont 
entières et qu'elles vérifient une équation fonctionnelle en les reliant à la 
période de la dérivée partielle d'une série d'Eisenstein réelle-analytique. En 
outre, ces fonctions ont un zéro d'ordre > n — 1 en s = 0. 
Nous concluons dans le théorème El à l'égalité souhaitée 

grâce à la formule limite de Kronecker généralisée. 

En particulier, si n = 2, nous montrons que la nature arithmétique de 
l'invariant ^(A) est gouvernée par la conjecture de Stark pour le corps K. 
On en déduit quelques valeurs de *&(A). 

Nous expliquons enfin comment ce travail permet d'interpréter la con- 
jecture de Stark pour le corps K comme complémentaire à la conjecture de 
Darmon [Da, Conjecture 8.17] pour les points de Heegner de K HTC. En effet, 
la construction de Darmon est basée sur une forme modulaire de Hilbert / 
cuspidale de poids (2,2). Cette construction conduit conjecturalement à des 
points algébriques sur la courbe elliptique associée à /. 

Notre article s'intègre dans le formalisme de Darmon en remplaçant la 
forme cuspidale / par la série d'Eisenstein de poids (2, 2) pour T. On est 
alors conduit à la valeur spéciale L' A (0) qui, si l'on en croit la conjecture de 
Stark, est le logarithme d'une unité algébrique. 

2 Sommes de Dedekind généralisées. 

Soit F un corps de nombres totalement réel de nombre de classes 1. On 
note n = [F : Q] son degré, Op l'anneau des entiers de F, Tt le demi-plan 
de Poincaré. Fixons les n plongements réels i\, . . . , i n de F. Une matrice A 
du groupe modulaire de Hilbert T := SL 2 (Op) peut alors être vue comme 
un élément (A k ) de SL 2 (M,) n . On en déduit une action par homographies du 
groupe T sur le produit TC n . 

Nous étudions dans un premier temps une fonction définie sur 7i n intro- 
duite par Hara dans [Ha, p. 877]. Nous la considérons comme un analogue pour 
F du logarithme de la fonction rj de Dedekind. La formule de transformation 
modulaire de cette fonction nous permet ensuite de définir et d'étudier les 
sommes de Dedekind généralisées associées à F. 

2.1 La fonction A J5 analogue de ln rj. 

On désigne par dp le discriminant de F, d = (ô) la différente, Up (resp. 
Up) le groupe des unités (resp. unités totalement positives) de F et Rp son 
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régulateur. On notera a k := L k (a) l'image d'un élément a de F, et x k (resp. 
Uk) la partie réelle (resp. imaginaire) d'un élément z k de 7i. En suivant [Ha], 
nous définissons une fonction sur Ti n qui sera l'analogue de ln rj. 

Définition 1. Pour tout j G {1, . . . ,n}, on définit la fonction Aj en posant 

Aj : n n — > c 

Z = (Z 1} ...,Z n ) I ► Aj(z) := ITXKpZj fi Vk ) - 2^ n i(«)> 

\k^j,k=l ) 

où on a noté Kp la constante 2 " 1 RfS+ 1 ' e ^ ^ a f° nc tion définie sur 7i n par 
la série absolument convergente 

n 3 (z):= Y' pF--Ut\*Y>*^>, TT ^T^'H^M. (3) 
|A^/q(z/)| ' 



" j v _j 



q-i>o 



Le symbole X] signifie que la sommation porte sur les éléments non nuls. 
Remarque : Dans cette somme, on a imposé la condition ^p- > 0. On a 

"3 

donc construit n = [F : Q] fonctions Aj en privilégiant successivement 
chaque plongement ij de F. Une conséquence immédiate de ce choix est 

que Aj(zi, . . . , z n ) est holomorphe par rapport à Zj, mais pas par rapport à 
z k pour k 7^ j. 

En fait, Aj(z) apparaît naturellement comme le morceau holomorphe par 
rapport à Zj de la partie réelle de Aj(z). Cette fonction ReAj, qui ne dépend 
pas de l'entier j, a déjà été étudiée par Asai dans |Asj . Il démontre qu'elle 
est l'analogue pour F de lu [77] = Re(ln^). Ceci nous conduit à considérer 
que Aj est l'analogue pour F de ln?]. 

Rappelons plus précisément les résultats obtenus par Asai. En suivant ses 
notations, on pose 

h(z) : = -4Re (Aj(z)) . (4) 
On doit aussi introduire la série d'Eisenstein non-holomorphe associée à F. 

Définition 2. Soit z — (zi, ... , z n ) G TL n . Pour Re (s) > 1 on définit la série 
d'Eisenstein non-holomorphe Ep(z,s) par la série absolument convergente 



£','(:■■ s): x " " '' l 



y' n- 

( M ,u)ïO F /U F k=l fc| 
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Les propriétés fondamentales de la série E F (z, s) et la "formule limite" qui 
la relie à h(z) ont déjà été établies dans [As, p. 204 et Th. 3]. Ces résultats 
classiques sont rassemblés dans le théorème qui suit. 

Théorème 1 (Asai). 

1. Définie par une série absolument convergente pour Re (s) > 1, la fonc- 
tion s h- > Ep(z, s) se prolonge en une fonction holomorphe sur tout le 
plan complexe sauf en s = 1 où elle a un pôle simple. 

2. Pour toute matrice A de T, on a Ep(Az, s) = Ep(z, s). 

3. Pour tout z G 7i n , E F (z,s) vérifie l'équation fonctionnelle 

G F (2s)E F (z, s) = G F (2 - 2s)E F (z, 1 - s), 

— ns 

où G f (s) := d F ir~~T(^) n est le facteur Gamma de la fonction zeta de 
Dedekind du corps F. 

4- "Formule limite de Kronecker généralisée." 

Au voisinage de s = 1, on a le développement en série de Laurent 



E F (z, s) =- 



Ad 



F 



^ + 7F -ln ( Y[y k \ +h{z) 



\k=l 



+ 0{s-l), 



où 7f est la constante ^^-((s - 1)Çf(s))'(1) - ln2 n . 
Récapitulons aussi les propriétés de la fonction h données dans [As, Th. 4-5]. 

Théorème 2 (Asai). 

1. La fonction h(z) est une fonction pluri-harmonique à valeurs réelles. 

2. Pour toute matrice A — ( a ^ J ET, on a la relation modulaire 



h(z) = h(Az) + ^2 l n \°kZk + d k \ 



k=i 

3. Les fonctions h(z) et (f(s)(f(s + 1) sont associées via la transformée 
de Mellin. 

4- On a l'égalité h(z) = — 4 ln |?7(^) | dans le cas où F est le corps des 
rationnels. 

Ces quatre propriétés ainsi que la formule limite de Kronecker généralisée 
permettent à T. Asai de considérer que — h/4 = Re (Aj) est l'analogue pour 
F de la fonction ln \ r]\ — Re (lnr?) . 
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Sous l'action du groupe modulaire de Hilbert, la partie réelle de Aj(z) 
vérifie une formule explicite donnée par le théorème [2j 2. Nous allons en dé- 
duire que la partie imaginaire de Aj vérifie une formule de transformation où 
apparaît naturellement une fonction à valeurs réelles. 

Pour cela, on considère la fonction TfAz) := e Aj(z ) analogue de la fonction 
rj de Dedekind. Par construction, elle est holomorphe par rapport à Zj et elle 
ne s'annule pas sur TC n . 

Etudions son comportement sous l'action d'une matrice A = ^ ^ ^ j de T. 

Tout d'abord, on remarque que si c = la formule de transformation de 
TfJz) sous l'action de A est complètement explicite. En effet, l'entier a = d~ l 
est alors une unité de F. La transformation modulaire associée est donc du 
type z h- > a 2 z + ab. Ces transformations laissent la fonction flj(z) définie par 
Q invariante. On déduit de la définition [T] que 

rçj ^ aZ ^ = < n 4 j (z)e 4i7TKFb:id J Ylk ^ Vk . 

Revenons au cas général. Pour une matrice A quelconque du groupe T, 
on sait d'après le théorème El2 que la fonction |t7j-| = e Re ( Aj ) vérifie 

Ir^Az)! 4 = Irj^z) \ 4 \cjZj + dj\ 2 ] [ \c k z k + d k \ 2 . (5) 

Le lemme suivant résulte immédiatement de cette formule. 
Lemme 1. Soient A = I a , J une matrice deT et z = (z±, . . . , z n ) G H n . 



c d 

II existe un réel (fi indépendant de Zj G Tï tel que 



rf(Az) = (cjZj + dj) 
Démonstration. Le quotient 



] J \c k z k + d k \ 



rfAAz) 



|2 



ri 4 i {z)e ii ^ +in . 



{cjZj + dj) 2 rj 4 (z) |[ \c k z k + d k \ 



est une fonction de la variable Zj holomorphe sur le connexe Ti. Son module 
est égal à 1 d'après (jSJ). Ce quotient est donc égal à une constante (par 
rapport à Zj) de module 1. □ 
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u 3 ■' 



Le réel (j) du lemme précédent ne dépend donc que de la matrice A et de 

Ce réel étant pour l'instant défini à 



K Z 1, 



, Zj_i, 2j ■).] . . . . , z n ) G T~t 



n-1 



un demi-entier près, nous allons maintenant le définir de manière univoque 
en choisissant bien sûr Aj comme logarithme de r\j. 

Définition 3. Soit z = (z 1 , . . . , z n ) G H n , et % G H 11 " 1 le (n — l)-uplet 
êj := (zi, . . . , Zj-i, Zj + i, . . . , z n ) associé. Pour tout j G {1, . . . , n}, on définit 
la fonction 



^3 ■ 



x H 



n-1 



A 



a h 
c d 



3)i 



0. 



où <&j(A, êj) :-- 



K F bjdjY[vk sic 

k+j 

Aj(Az) - Aj(z) ln [—(cjZj + dj) 2 ] 



— Im 

7T 



si c ^ 0. 



Le lemme Q] assure que cette définition a un sens. 

La fonction ®j(A, êj) est une généralisation de la fonction : SX 2 (Z) — > Z 
e?e Rademacher ([Ra2 p. 150]) qui apparaît naturellement dans la formule de 
transformation du logarithme de la fonction r\ de Dedekind. Notons que notre 
normalisation donne dans le cas rationnel $i = — $r/12. 

En conclusion, la fonction Aj se transforme sous l'action d'une matrice 
quelconque A = ^ ^ ^ ^ de T selon la règle 



Aj{Az) = Aj{z) + 



ln [-{cjZj + dj) 2 ] + ^ m \°k z k + d k 

k+j 



+ iTT®j(A,Zj), 

(6) 



où ô r vaut si c = et 1 sinon. 



Etant donnés une matrice A = l ^ ^ j de SL 2 (M) et z G H, on note 
z) la fonction L(A, := <5 c Im ln [—(cz + d) 2 } . On pose alors 

-itA(A, B) := L(AB, z) - L(A, Bz) - L(B, z). 

La fonction A ainsi définie ne dépend pas du choix de z G Tï. En outre, A est 
un 2-cocycle sur SX 2 (IR) à valeurs dans Z. Ces deux assertions se déduisent 
immédiatement du lemme qui suit. 
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Lemme 2. Soit A 



On note AB 




c d 



) 




leur produit. On a alors l'égalité 



etB 




deux matrices de SL 2 (M). 



c" d 1 



Ml 



A(A, B) = - sign(cc'c") 



(7) 



où sign(x) vaut bien sûr si x = 0, 1 si x > et — 1 si x < 0. 
Démonstration. Un calcul direct permet d'obtenir l'identité 



Nous allons exprimer cette égalité en termes de logarithmes. La démonstra- 
tion du lemme repose sur les propriétés élémentaires de la branche principale 
du logarithme : 

i) In(zz') = ln(z) + ln(Y) à condition que | Arg (z) + Arg < n. 

ii) ln^ -1 ) = — ln(z). 

Nous devons distinguer trois cas. 

1. Commençons par supposer que deux des trois réels c,c',c" sont nuls. 
Dans ce cas, ils sont tous les trois nuls car les matrices triangulaires 
supérieures forment un groupe. Ainsi 8 C = ô c > = ô c » = et les deux 
membres de (j2j) sont nuls donc égaux. 

2. On traite à présent le cas où c = et c'c" ^ 0. L'égalité (JBJ) se réduit 
alors à d{dz + d') = (c"z + d"). On déduit donc de i) que 



En prenant la partie imaginaire, on en conclut que l'égalité (J2j) est 
vérifiée. Le cas où c' = et le cas où c" = se traitent de façon 
analogue en utilisant les propriétés i) et ii). 

3. Il reste à prouver (j2J) dans le cas où cc'c" ^ 0. 

On note d'abord que les deux membres de l'égalité souhaitée ne dépen- 
dent que de la classe de A et B dans PSL 2 (J&). Par suite, quitte à 
changer A ou B en leur opposé, on peut supposer que c > et c' > 0. 
Sous cette hypothèse, les complexes —i(cBz + d) et —i{dz + d') sont 
deux éléments du demi-plan Re (z) > 0, donc leur argument est dans 
l'intervalle ] — |, |[. Ainsi, on déduit de i) et (JHJ) que 



(cBz + d)(c'z + d') = (c"z + d"). 



(8) 



\n(d 2 ) + ln [-{c'z + d') 2 ] = ln [-{c"z + d") 2 ] . 



L(A, Bz) + L(B, z) = 2 Im ln [-(c"z + d")} . 
La définition de A permet de conclure que 





Distinguons pour finir les deux sous-cas c" < et c" > 0. 
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- Sous-cas 3.1 : si c" < 0, alors le complexe i(c" ' z + d") est dans le 
demi-plan Re (z) > 0. On a donc d'après la propriété i) : 

L(AB, z) = 2 Im \n(i(c"z + d")) = 2 Im (ln \i 2 {c"z + d")] - ln(i)) . 

Par suite, l'égalité © devient 

7rZ\(A,5) = 21m ln(i) = vr. 

- Sous-cas 3.2 : si c" > 0, alors Re (— i(c"z + d")) > 0. On en conclut 
que tiA(A,B) = 2Imln(— i) = —n de façon similaire au sous-cas 
précédent. 

On réunit ces deux sous-cas en écrivant A(A, B) = — sign(cc'c"). □ 

Le 2-cocycle A a une interprétation géométrique. (Je remercie E. Ghys 
de m'avoir signalé ce fait). Pour voir ceci, identifions Ti avec le disque de 
Poincaré et fixons arbitrairement un point x sur le cercle à l'infini. Le réel 
7iA(A, B) apparaît alors comme l'aire algébrique du triangle idéal de sommets 
x, Ax, ABx. Par suite, le cocycle A est appelé le 2-cocyle d'aire de SL 2 (M.) 
(voir [K-M, p. 238]). 

En composant chacun des n plongements de T dans SX 2 (M) avec le cocycle 
d'aire A, on obtient donc n cocycles distincts sur le groupe T. 

Notons en particulier Asl 2 {i) la restriction de A à SX 2 (Z). Sa classe 
de cohomologie est un élément d'ordre 3 de if 2 (S , L 2 (Z), Z) = Z/12Z. On 
sait de plus que le premier et le deuxième groupe de cohomologie rationnelle 
H 1 (SL 2 (Z), Q) et if 2 (S , L 2 (Z), Q) sont nuls. Il existe donc un unique 1-cocycle 
à valeurs rationnelles sur 5*L 2 (Z) dont le cobord est A$l 2 {%)- Ce 1-cocycle 
n'est autre que — $_r/3, comme le montre le résultat de Rademacher ([Ra2 
p. 152]) : pour toutes matrices A et B de 5L 2 (Z), on a 

$ R (AB) - 0> R (A) - $ R (B) = 3sign(cc / c // ). 

Nous proposons une généralisation de cette identité fondamentale dans le 
théorème suivant. 

Théorème 3. Soit n = [F : Q] et j G {1, . . . ,n}. Pour tout % G H n ~ l et 
toutes matrices A et B de Y , on a la relation 

^ 3 (AB, zj) - %(A BZj) - $j(B, îj) = -- signée;'), 
où on a noté Bzj le (n—l)-uplet (BiZ\, . . . , Bj_iZj-i, Bj + iZj + \, . . . , B n z n ). 
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Démonstration du théorème\^ L'égalité (j^J permet d'écrire successivement 
lmA j ((AB)z) = lm(A j (z)) + -L(A j B j ,z j )+7T^ j (AB,z j ), 

ImA^AiBz)) = lm(Aj(Bz)) + ^L(Aj, BjZj) + n$j(A, Bzj), 

Im Aj(Bz) = Im (Aj(z)) + ^L(B j} z d ) + 7T$j(B, %). 
En combinant ces trois équations, il vient 

4tt ($j(AB, êj) - Bzj) - <$>j{B, %)) = 7rZ\(A j; 

Le résultat souhaité se déduit donc du lemme[2j □ 

Remarque : fixons un point u c G 7i n ~ l , et considérons le sous- groupe 
de T constitué des matrices A telles que ui c est un point fixe de [A k ) k ^j. En 
choisissant Zj = u> c dans le théorème précédent, on voit que la restriction 
du A à ^(r^J est le cobord du 1-cocycle $-,(., u; c ). Ce sous- groupe r aJe est 
très petit : on verra dans le paragraphe 13.11 qu'il est de rang leql. Le cocycle 
$j(.,u c ) de r £Jc sera d'une grande importance dans la partie El : nous le 
relierons à la valeur spéciale de certaines fonctions L de Hecke en s = 
chaque fois que est de rang 1. 

2.2 Sommes de Dedekind généralisées. 

La formule de transformation de la fonction A, va nous permettre de 
définir formellement les sommes de Dedekind associées au corps F. Notre 
construction procède de manière analogue au cas du logarithme de la fonction 
7] et des sommes de Dedekind classiques. Etant donnés deux entiers c ^ et d 
de G f premiers entre eux, nous définissons la somme de Dedekind généralisée 
associée comme une fonction s(d,c; .) : 7i n ~ l — ► M. 

Nous montrons ensuite que les sommes généralisées vérifient une loi de 
réciprocité. Cette loi, qui fait l'objet du théorème El met en évidence la 
somme particulière s(0, 1; z 2 , . . . , z n ). Plus précisément, la loi de réciprocité 
nous permet d'exprimer toute somme de Dedekind généralisée comme une 
somme finie de s(0, 1; .) et de termes élémentaires. 

Dans la proposition Hl nous utilisons le travail de Hecke [He] pour écrire 
la fonction fondamentale s(0, 1; z 2 ) sous la forme d'une série remarquable. Le 
terme général de cette série fait intervenir des valeurs spéciales de fonctions 
L de Hecke sur la droite Re (s) = 1. 

Enfin, nous montrons que les sommes de Dedekind généralisées sont vecteurs 
propres de certains opérateurs de Hecke. 
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2.2.1 Définition et premières propriétés. 



Nous avons introduit la fonction %) qui apparaît naturellement 

dans la formule de transformation modulaire de Aj(z). Comme dans le cas 
rationnel, nous la normalisons à l'aide d'un facteur élémentaire pour définir 
les sommes de Dedekind généralisées. 

Définition 4. Soit c 7^ et d des entiers de Of premiers entre eux. Pour 
tout j G {1, . . . , n}, la somme de Dedekind généralisée Sj associée à (c, d) est 
la fonction Sj(d, c; .) : 7i n ~ l — > R définie par la formule 



sign(c i )$ i 



a b 
c d 



Kp 



l c jl 

(10) 

où = 2 ^ I RpS+ 1 ' a e t ^ étant des entiers de Ci? tels que ad — bc = 1. On a 
noté c; la fonction élémentaire 



n 



Z/fc 



Cfc^fc + d k \ 2 ' 



Pour que Sj(d,c; êj) soit bien défini, nous devons maintenant vérifier que 
le membre de droite de l'égalité (fTfl|) ne dépend pas du choix des entiers a et 
b de Of qui vérifient ad — bc = 1. 

Notation : quitte à renuméroter les plongements, on suppose désormais que 
j = 1; on note s la somme Si et A, Q, $, / les fonctions Ai, Q\, $1 et f\. 



La méthode de Riemann-Dedekind ([De]) suggère de poser z 1 = - 

où t est un réel positif qui va tendre vers 0. En notant A la matrice 
de T, la formule de transformation (jHJ) donne l'égalité 



fil _l_ n 1 
ci + '|ci|> 

a 6 
c d 



Im 



A[^ 



ci i ci 



Im 



4 / di . t „ 
A +i^,zi 



Cl 



Cl 



+ 7T$(A^l). (H) 



Rappelons que A (2) = mKpZif{Q, 1; fi) — f^^X 2 )) ou ^ es l donnée par Q. 
Lorsque t tend vers 0, le complexe 



Cli 



+ 



0-2^2 + 62 O-n^n + &ra 



Ci ^|ci| C2Z2 + ^2 c n z n + <i r , 
tend vers 0. Ainsi le membre de gauche de l'égalité (fTT| a pour limite 

—7TKpf(d, c; Zx). 
Cl 
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Quant au membre de droite, il a pour limite 



-—■KK F f(0, 1; zi) - — ^ lim Im 



fi \-lt,Z\ 

Cl 



vr$ (A, zi) 



On rassemble ces égalités pour écrire finalement : 

— [a x /(d, c; zi) + d!/(0, 1; h)] = $ (A, zi)-^- lim Im fi 



c/i 

Cl 



+ it, 5i • 



On conclut de cette égalité que le membre de droite de (fTUll ne dépend 
pas du choix de a et b. Il s'ensuit que Sj(d,c;zj) est bien défini. De plus on 
a obtenu la proposition suivante : 

Proposition 1. Soit c ^ et d deux entiers de Of "premiers entre eux, et 
Z\ = (-22, • • • , z n ) G W 1 ^ 1 . On a alors 



s{d, C] Z\ 



sign(ci) v / ^F 1 . 



2nR 



di 



lim Im fi h it, Z\ 1 . 

f *r° V ci 



Cette égalité permet de définir s(d, c, fi) même si c et d ne sont pas premiers 
entre eux. On a alors pour tout entier X ^ de Op ■' 

s(Xd, Àc; Zi) = s(d, c; z\). 

On peut donner tout de suite quelques identités élémentaires pour les 
sommes généralisées. Elles sont tout à fait analogues au cas des sommes de 
Dedekind classiques, si ce n'est la dépendance en z 2 , • • • > z n . 

Proposition 2. Soient c ^ et d des entiers de Of- On a pour tout 
z\ = (%2, ■ ■ ■ , z n ) G Ti n ~ l les égalités : 

1. _ 

s(d, — c; î\) — s(d,c; —z\). (12) 



2. 



s(—d, c; z\) = —s(d, c; —Zi). 



(13) 



3. Soit e une unité de F telle que e\ > 0. Etant donné Zk = Xk + iyk G TC, 
on désigne par \tk\-Zk le complexe ekXk + i\^k\Vk- Alors on a 

s(d, ec; zi) = s(d, c; \e 2 \.z 2 , \e n \.z n ). (14) 

4- Pour tout entier q de Of, on a 

s(d + qc, c;z 2 + q 2 ,..., z n + q n ) = s(d, c; z 2 , . . . , z n ). (15) 
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Démonstration. D'une part, il résulte immédiatement de la proposition^que 
s(— d, — c; Z\) = s(d,c;zi). On a d'autre part l'identité facile Q(—z) = D,(z). 
Les deux premières assertions s'ensuivent à l'aide de la proposition H 

Pour démontrer l'assertion 3, commençons par remarquer qu'en changeant 
\i en e/i dans (JHJ), on obtient £2(|ei|.zi, . . . , |e n |.z n ) = Q(z). La proposition [T] 
permet alors de conclure. On procède de même à partir de l'égalité facile 
Q(z + q) = Q(z) pour établir l'assertion 4. □ 



2.2.2 Loi de réciprocité des sommes de Dedekind généralisées. 

Nous montrons que les sommes de Dedekind généralisées introduites précédem- 
ment vérifient une loi de réciprocité. Ensuite, nous expliquerons comment 
cette loi réduit l'étude d'une somme quelconque s(d, c; Z\) à celle de la fonc- 
tion s(0, 1; .) : H 11 - 1 -> R. 



Théorème 4 (Loi de réciprocité). Soit (c,d) un couple d'entiers de Op 
premiers entre eux tels que C\ > et d\ > 0. Notons Kp := . On a 

pour tout î\ = (z 2 , . . . , z n ) G 7i n_1 l'identité 



s(d, c; ii) + s(c, d; ^ ) = s(0, 1; iîi) — - + 



7 « 

ai , Cl TT i 1-2 

ci ai - LJ - 

1 1 fc=2 

1 " 



Ci G? 



fc=2 



k=2 



Remarque : Ce théorème généralise la loi de réciprocité (JH) des sommes de 
Dedekind classiques. On rappelle que si F = Q on a s(0, 1) = et kq = 1/12. 

Démonstration du théorème^ Soient c et d premiers entre eux tels que ci > 
et di > 0. Soit (a, b) G Op x Op vérifiant ad — bc = 1. La loi de réciprocité 
se déduit du théorème El avec un choix judicieux de matrices A et B. 

'« b\ R= [0 -1 
c d ) ' V 1 
On en déduit une identité qui s'écrit en termes de sommes de Dedekind 
généralisées sous la forme 



Choisissons en effet A 



dans ce théorème. 



s(-c, d; zi) - s(d, c; -z x x ) = s(0, 1; z x ) + - - k f 



«1 Ci - LJ - 



fc=2 



llfc=2 l C fc _ d k Z k \ 

C\d\ 



tlVk- 

k=2 
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On veut changer î\ en —z x 1 dans cette égalité. En utilisant à nouveau le 
théorème El avec le couple de matrices (B,B~ r ), on obtient déjà 

s(0,l;-£r 1 ) = -s(0,l;S 1 ). 
Il résulte des deux identités précédentes que 



s(d, c; Z\) — s(— c, d; —z 1 r ) = s(0, 1; î\) — — + Kp 



n j 



d\ 



k=2 



C\d 



1 n 

-r \\ \ckZk + 4| 



k=2 



n 

k=2 



Vk- 



□ 



On conclut à l'identité souhaitée grâce à la relation (|TÏÏ|) . 

2.2.3 La somme fondamentale s(0, 1; z 2 , • • • , z n ). 

La loi de réciprocité montre que la fonction s(0, 1; Zi) définie sur 7i n_1 
joue un rôle privilégié. On se propose dans ce paragraphe de l'étudier plus 
en détail. La proposition suivante justifie le nom de somme de Dedekind 
généralisée fondamentale pour cette fonction. 

Proposition 3. Soit F totalement réel de nombre de classes 1. La loi de ré- 
ciprocité et la proposition^ permettent d'exprimer toute somme de Dedekind 
généralisée s(d } c; Z\) comme une somme finie de sommes s(0, 1; .) et de ter- 
mes élémentaires. 

Démonstration. Commençons par supposer que Op est un anneau euclidien 
pour la norme. La preuve consiste en un algorithme qui est calqué sur l'al- 
gorithme d'Euclide. 

La boucle principale de l'algorithme est la suivante. 

On effectue la division de d par c. Le résultat s'écrit d = cq + r. On a 
donc s(d, c; z\) = s(r, c; î\ — çi) d'après (fTBT) . On se ramène ensuite au cas où 
ci et T\ sont positifs grâce à (JT2T) et (|T3|) . La loi de réciprocité permet alors 
d'exprimer s(r, c; .) comme une somme de s(c, r; .), de s(0, 1; .) et d'un terme 
explicite élémentaire. Cette expression est le résultat final de la boucle. Il 
ne reste plus qu'à recommencer en remplaçant le couple (d, c) par le couple 
(c,r). 



Puisque Op est euclidien pour la norme, l'entier \N J 



F/Q\ 



diminue à 



chaque division. Par conséquent l'algorithme se termine, et le dernier reste r 
est nul. Notons de plus que l'identité cOp + dOp = Op est préservée à chaque 



étape de l'algorithme. Le dernier couple (c, r) est donc du type (c, r) 



0), 
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où e est une unité de F. Il suffit pour conclure de transformer la somme de 
Dedekind s(0, e; .) en s(0, 1; .) à l'aide de l'identité ifTljl. La proposition El est 
ainsi établie dans le cas où Of est euclidien pour la norme. 

Pour terminer la démonstration, il faut introduire une généralisation de 
la notion d'anneau euclidien due à Cooke ([Co]). Un anneau d'entiers Op est 
dit euclidien en k -étapes pour la norme si pour tous c 7^ et d éléments de 
Of, on a besoin de n < k divisions successives d = cqx+rx, c = riq 2 +r 2 , etc.. 
pour obtenir un reste r n vérifiant |A^/Q(r n )| < \N F /q{c)\. En particulier, les 
anneaux euclidiens en une étape sont les anneaux euclidiens. 

Ceci étant, on a le résultat suivant ([Co, Th.l]) : si F est un corps de 
nombres de nombre de classes 1 dont le groupe des unités est de rang > 1, 
alors Of est euclidien en fc-étapes pour la norme pour un certain entier k. 

Ce théorème permet de conclure car l'algorithme précédent s'adapte sans 
peine au cas d'un anneau d'entiers euclidien en fc-étapes. En effet, sous cette 
hypothèse, il suffit d'effectuer au plus k divisions avant que la norme ne 
diminue. On utilise la boucle donnée précédemment à chacune de ces divi- 
sions. L'algorithme se termine donc après avoir effectué au plus k\NF/q(c)\ 
divisions. On en déduit que l'on peut écrire s(d, c; Z\) en utilisant au plus 
k\N F /Q(c)\ termes du type s(0, 1; .). La proposition El s'ensuit. □ 

Remarque : au cours de l'algorithme précédent, la fonction s(0, 1; .) est éval- 
uée en des Z\ qui sont des images de î\ G H n ~ 1 sous l'action de SL 2 (Of) et 
des involutions Zk 1— > — z k , k G {2, . . . , n}. 

Nous donnons un exemple qui va rendre la proposition 03 explicite. On 
renvoie le lecteur à [Le] pour une bibliographie très complète sur les corps de 
nombres euclidiens. 

Exemple : Le corps F = Q(v7) est euclidien pour la norme. On va exprimer 
s(d, c; z 2 ) en fonction de s(0, 1; .) pour c\ = 3 + y/7 et d\ = — 2 — y/7. 

La division euclidienne peut s'écrire d = cq + r, avec q = — 1 et r = 1. 
D'après (fT5|) . il vient s(d, c; z 2 ) = s(l, c; z 2 + 1). 

Les hypothèses de la loi de réciprocité étant satisfaites, on obtient 

s(l, c; z 2 + 1) + s(c, 1; (z 2 + l)" 1 ) = s(0, 1; z 2 + 1) - \ + k f T(z 2 ), 



4 



où T(z 2 ) est le terme explicite 



:/'< : , i = j + 3 + v/ ï + 2 ! u » < 

\3 + V7 \z 2 + l\ 2 ( 3 + v ^)|(3_^ 2 + 4_ v ^| 2 1 
On note enfin grâce à (JTK1) que s(c, 1; (z 2 + = s(0, 1; (z 2 + — 1). 
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En mettant bout à bout toutes ces égalités, on trouve en définitive 



s(d, c; z 2 ) = s(0, 1; z 2 + 1) - s(0, 1; t> 2 + l)" 1 - 1) - ^ + «fT(z 2 ). (16) 



On se propose maintenant d'étudier plus en détail la fonction s(0, 1; .) 
qui apparaît dans la proposition précédente. Dans le cas où F est un corps 
quadratique réel, la somme de Dedekind fondamentale s(0, l;z 2 ) apparaît 
déjà en filigrane dans le travail [He] de Hecke. Dans cet article, Hecke étudie 
une fonction \P(zi, z 2 ) holomorphe sur 7i 2 qu'il considère comme un analogue 
pour F de ln 77. Il s'agit en fait du morceau holomorphe par rapport à z\ et 
z 2 de la fonction h(zi,z 2 ) de Asai. En particulier, cette fonction &(z) est un 
morceau des fonctions Ai et A 2 que nous avons définies précédemment. 

Hecke exprime &(z) à l'aide de fonctions L de Hecke du corps F via 
la transformation de Mellin. Il déduit alors de l'équation fonctionnelle des 
fonctions L une formule qui relie z~ v ) à &(z). 



ou 



On note Xm le Grôssencharakter de F* défini par Xm{p) := 

m est un entier, e > 1 est le générateur du groupe Up, et v\ le caractère de 
F* défini par Vi(p) := sign(/zi/x 2 ). La formule de Hecke fait apparaître des 
valeurs spéciales des fonctions L(s,Xm v i) de Hecke sur la droite Re (s) = 1. 
Ces résultats se traduisent en termes de somme de Dedekind généralisée 
s(0, 1; z 2 ) dans la proposition suivante. 

Proposition 4. Soit F un corps quadratique réel de nombre de classes 1. 
On note Xp la constante -^5-, et on écrit un élément z 2 de H sous la 

forme z 2 = ipe' l 2 9 où 9 G ] — 1, 1[ et p > 0. La fonction somme de Dedekind 
fondamentale s(0, 1; z 2 ) est donnée par la série : 
a) si toutes les unités de F sont de norme 1 : 



8(0, 1; ipe^) = X F jr \L(1 + X^^—^l cos ( 2 ™ir) 
^0 R f ânh^J V RfJ 

où le terme correspondant à m = vaut |L(l,-ui) 2 . 
h) si F a une unité de norme —1 : 



s (0, 1; ipe 2 ) = Xf > \L{1 + 777^, XmVi)\ \ ' cos [mn 

±f. 2 ^ sinh ( ^ 1 V 



im7r m 2 \2R F J /__lnp 

/ TO7r 2 j 



m=i, sinh 

m impair 
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Remarques : 

1) La fonction &(z) se transforme sous l'effet d'une substitution modulaire 
quelconque selon une formule donnée dans [DLT-G, Ex. 2]. On peut obtenir 
grâce à ces résultats une formule pour les sommes de Dedekind généralisées 
s(d, c, z 2 ) similaire à celle de la proposition EJ Elle fait apparaître, comme 
dans le cas des sommes de Dedekind classiques, une contribution de chaque 
classe r mod c (voir [Ch]). 

2) On sait que les valeurs spéciales L(l + ^,x m wi) sont non nulles 
d'après [We, Th. 11 p. 288]. Elles interviennent également dans le travail de 
Arakawa [Ar]. 

Démonstration de la proposition^ Comme Hecke, nous définissons pour n et 
r 2 deux complexes du demi-plan Re (r) > la série absolument convergente 



F(t u t 2 ;v): = £ ' 



E i^/qWI 

Ml M 



-i 



v(/j)e 



(nM+^IH) 



où v désigne l'un des deux caractères vo(n) = 1 ou Vi(jï) = sign(//i/i2)- 
D'après l'égalité (j3J), la fonction F est reliée à Q par la formule 

ACl(z 1 ,z 2 ) = F (^-,-r;v ^-F (^-,^-;v^+F , iz 2 ; v j + F {^j,iz 2 ;vij . 

On doit à Hecke ([He, Satz 7]) la formule de transformation de F(ti, t 2 , v ) : 

~~ 1 \ 2R F 



F I -, -; v ) - F(n, r 2 - v ) = C, F {2)^f I r, r> 

, r l T 2 / 71 V r l r 2 



^d~i 



\n(nr 2 ). 



De même, on trouve dans [He, Satz 8] une formule pour la différence 
F ^; Vij —F(n, t 2 ; v\) (noter qu'il manque un facteur 7r _1 dans le mem- 
bre de droite de la dernière égalité p. 402). Cette différence vaut 



irR f 



2L(l, Vl ) 



7T 



ln(rir 2 ) + % 



2im,7r 2irmr 

ln e ,— ln e 

r In 



où L(l,i;x) = par convention s'il existe une unité de norme —1, et 



\L(l + ^, X mVl 

sinh 



si Xm^i(A*) ne dépend que de l'idéal (/â), 



sinon. 
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Ces deux résultats de Hecke se traduisent en termes de la fonction f2. Si on 
-1 \ 

^ J , on obtient d'après la définition de $ : 



note S la matrice 



. d F L(l,vi) 2 
$ (S, z 2 ) = % — . „_„ — m 



£2 

Z2 



8n 2 R F 



E' 



(^2) lnt - (-^2) ln£ 



On pose Ai? = — ■ D'après la définition H] et l'égalité précédente, la fonc- 
tion s(0, 1)Z2) apparaît naturellement comme la partie réelle de la fonction 
holomorphe sur H : 

z 2 1 ^(l,^i) ln(-£z 2 ) - — > «m -^2 ln£ ■ 

7T ' z — ' 



Si on écrit z 2 sous la forme z 2 = ipe % ^ e avec 6 1 dans l'intervalle ] — 1, 1[, 
l'égalité précédente se réduit à 



s(0,l;ipe i ? e ) = \ F ^L(l,v 1 



9 ^ F \ — y f _2irrvK_ 

1 + -y > , «mP lnE smh 



m7r 
ln e 



■0 



Il ne reste plus qu'à constater que a_ m = — a m pour conclure. 



□ 



2.2.4 Opérateurs de Hecke. 

Soit p un nombre premier. On trouve déjà dans le travail de Dedekind 
[De] l'identité 

s(dp,c)+ s(d + cr, cp) = (p + l)s(d, c), 

r modp 

où s(., .) désigne la somme de Dedekind classique. Nous nous proposons dans 
ce paragraphe de généraliser cette identité dans le cas d'un corps de nombres 
F totalement réel de degré n, de nombre de classes 1. 

Pour cela, on désigne par T le M-espace vectoriel formé des fonctions 

/ : O f x (O f \ {0}) XÎf^R 

qui vérifient la propriété d'invariance par translation : 

f(d + cq,c;z + q) = f(d,c; z), 

où q est un entier de Op quelconque. On a noté z+q le n-uplet (zk + qk) G 7i n . 
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Soit p un entier premier de Op totalement positif. On définit l'opérateur 
de Hecke T p : T ' — » T par la règle 

(f\T p )(d,c;z) := f(dp,c;pz) + fid + cr,cp; j, 

rmodp P / 

avec des notations évidentes pour pz et ^y 1 . 

Un calcul élémentaire montre que les opérateurs T p commutent deux à deux. 

Soit le sous-espace de T formé des fonctions qui ne dépendent pas de 
la variable Zj G TC. La restriction de T p à est un endomorphisme de 
que l'on note T^. 

Dans le cas rationnel, la définition de l'opérateur T p est essentiellement 
équivalente à celle donnée dans [Ma, §3], où le lien entre les opérateurs T p 
et les opérateurs de Hecke standards est expliqué. En termes d'opérateurs de 
Hecke T p7 l'identité de Dedekind montre que la somme de Dedekind classique 
s(., .) G T x est une fonction propre de T p de valeur propre associée p + 1. 

Dans le cas général, la somme Sj peut être considérée comme un élément 
de d'après la proposition 04. Le résultat suivant établit la généralisation 
souhaitée de l'identité de Dedekind. 

Proposition 5. Soit Sj G la somme de Dedekind généralisée associée 
au j eme plongement réel de F. Pour tout entier p premier de Op totalement 
positif on a l'égalité 

Sj \Ti=(Np /Q (p) + l) Sj . 

Autrement dit, la fonction s j est une fonction propre pour de valeur propre 
associée Np/n(p) + 1. 



La preuve de cette proposition résulte immédiatement de la proposition [T] et 
du lemme suivant : 

Lemme 3. Soit p G Op un premier totalement positif, et z G 7i n . Alors 

n 3 {pz) + J2 n i ) = ( n f/q(p) + 1) n,-(z). 

rmodp ' 

Démonstration du lemme\B-' La fonction Qj étant donnée par Q, on consid- 
ère la somme ^ rmodp ^j (jp) ■ Cette somme est bien définie car ftj(z) est 
invariante quand on translate z par un entier de Op. Elle vaut 



^ \N F/Q (u)\ ^ V ^ 



e 2inTï F/Q{ ! ff / 



3 
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On remarque alors que 

y- e 2 i7 rTr F/Q (^f) = f N F/Q (p) si p divise fllS, 
^ \ sinon. 

rmodp 

Puisque p est premier, on obtient une décomposition de la forme suivante : 

E%(^) = E + E- E ■ 

p \v p\fi p \v etp \/i 

La première de ces trois sommes est fij(z), la deuxième est N F /Q(p)flj(z), et 
la troisième Qj(pz). Le résultat s'ensuit. □ 



3 Valeur spéciale de fonctions L et invariants 
de classes de SL2{Op)- 

Dans la partie précédente, nous avons défini et étudié les sommes de Dedekind 
généralisées Sj(d, c; .) : Ti n ~ l — > IL Elles sont construites, à un terme élémen- 
taire près, à partir de la généralisation ' c d ) ' ' ^ ^ de la 

fonction de Rademacher. 

Ceci étant, nous nous intéressons dans le reste de cet article à la valeur 
spéciale ®j(A, cu c ) de la fonction &j(A, .) en un point algébrique u c G 7i n_1 
associé à un certain type de matrices A de Y. 

On rappelle qu'une matrice M de SX 2 (IR) est dite elliptique si |tr(M)| < 2, 
hyperbolique si |tr(M)| > 2. Autrement dit, une matrice elliptique a un 
unique point fixe dans TC, alors qu'une matrice hyperbolique a deux points 
fixes à l'infini. Enfin, une matrice (A k ) G SL 2 {R) n est dite elliptique si cha- 
cune de ses composantes est elliptique. 

Considérons une matrice A de T comme un élément (A k ) de SL 2 {R) n . Soit 
j G {1, . . . ,n} un entier fixé. On suppose que le (n — l)-uplet de matrices 
(Af;)k^j a un point fixe ui c G TC n ~ 1 . On normalise la valeur spéciale Qj(A,u c ) 
de la façon suivante. 

Définition 5. Soit A G T et j G {1, . . . , n} comme ci-dessus. On définit le 
réel ^j(A) en posant 

q?j(A) := 2 n R F ^ j (A,u c ) - 2 n ~ 2 R F sign(c j tr(A j )), 

où R F désigne le régulateur du corps F. Considérons en particulier le cas 
d'une matrice A G T ayant une seule composante Aj hyperbolique. Ses autres 
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composantes sont alors elliptiques. Par suite, le réel ^j(A) est bien défini et 
sera noté ^(A) sans ambiguïté. 

On verra que ^j(A) est un invariant de classes de T de nature différente 
selon que la composante Aj de A est hyperbolique ou elliptique. Dans le cas 
où Aj est hyperbolique, nous allons tout d'abord définir une certaine fonction 
holomorphe La(s) dont la valeur spéciale en s = sera reliée à ^f(A) dans le 
théorème El Notre exposé trouve sa source dans les résultats de Hara ([Ha]). 
Notre présentation s'inspire celle de Atiyah ([At]) pour le groupe SL 2 (Z). 

3.1 Valeur spéciale de fonctions L en s = 0. 

Il est nécessaire d'établir quelques résultats préliminaires sur les matrices 
de T ayant une seule composante hyperbolique avant de définir la fonction L 
qui leur est associée. 

3.1.1 Généralités sur les matrices quasi-elliptiques. 

Définition 6. Une matrice A de T sera dite quasi- elliptique si, considérée 
comme une matrice de S , L 2 (M) n , elle a une seule composante Aj hyperbolique. 
Les autres composantes sont alors toutes elliptiques, et on note uj c G T-C n ~ 1 le 
point fixe de (A^)^. 

On dira qu'une extension quadratique K de F est quasi-totalement com- 
plexe (resp. quasi-totalement réelle) si elle a n — 1 places complexes (resp. 1 
place complexe). 

Si A est une matrice quasi-elliptique, ses valeurs propres engendrent une 
extension quasi-totalement complexe K = Ka de F. Le lemme suivant résulte 
immédiatement de la définition El et du théorème des unités de Dirichlet. Sa 
démonstration est laissée au lecteur. 



l'extension quadratique de F associée. Alors : 

1. L'entrée c de A est non nulle. 

2. Le groupe des unités Uk de K est de rang n. Ainsi on a [Uk '■ Up] = 1. 



4- Soit T Wc := {B G T /(Bk)^ u c = oo c } le sous-groupe de T constitué des 
matrices quasi- elliptiques ayant même point fixe que A. Il est isomorphe 
{±1} x Z. En outre, si P est une matrice de T, alors P~ 1 AP est quasi- 
elliptique et on a PY Wc P~ l = Tp UJc et Ka = Kp-xap- 




une matrice de T quasi- elliptique et K = Ka 



3. Les valeurs propres de A s'écrivent | tr(yl) ± ^tr(A) 2 — 4 . Ce sont 
des unités relatives de l'extension K/ F. 
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Notations. 

Soit g le générateur du groupe de Galois de l'extension K/F. On note 
{u,u 9 } G K, et on appelle points fixes de la matrice quasi-elliptique A les 
deux générateurs de l'extension K/F solutions de l'équation 

(cX + d)X = aX + b. 

Soit u G K un des deux points fixes de A, choisi arbitrairement. Quitte 
à renuméroter les plongements réels de F, on peut supposer que Ai est la 
composante hyperbolique de A. On ordonne les deux plongements réels r 1; r 2 
de K au-dessus de i\ de façon à ce que u) r2 < u ri ; on note encore t*. le 
plongement complexe de K qui prolonge le plongement réel tk de F de façon 
à ce que le point fixe u c G 7i n ~ l de (Ak)^ =2 soit le (n— l)-uplet (c</ 2 , . . . , o/ n ). 
L'image (3 ik d'un élément /3 & K par ifc sera notée 

Les deux valeurs propres de A s'écrivent e = au + d et e 9 = e -1 = eu 9 + d. 

Nous introduisons un ordre Oa de K, un groupe d'unités Ua C et 
un module .M^ C X sur l'ordre (9^ qui vont nous permettre de définir la 
fonction La(s). 

On pose Oa = Of + cOf C Ok- C'est bien un ordre de K contenant e et 
e _1 en vertu de l'égalité e + e -1 = Xx(A) et du lemme|U3. En outre, le lemme 
HJ4 montre que e est sans torsion dans Uk/Uf, ce qui permet de définir le 
produit direct Ua '■= Up* < e > . Ce sous-groupe d'indice fini du groupe 
des unités de K est contenu dans l'ordre Oa- 

On définit enfin le C^-module libre de rang 2 M.^ := Of + ujOf C K. 
C'est un module sur l'ordre Oa car on a eu = au + b. Il ne dépend pas 
seulement de la matrice A mais aussi du choix de uj. 



3.1.2 La fonction La(s) associée à une matrice quasi-elliptique. 

Les notations sont celles du paragraphe précédent. 

Définition 7. Soit A une matrice quasi-elliptique dont la composante Ai 
est hyperbolique. On lui associe la fonction holomorphe La(s) définie pour 
Re (s) > 1 par la formule 

L A {s) := sign( Cl tr {A x )) ^ ^7 77^7- 

Remarques : 

- Cette fonction ne dépend effectivement que de A et pas du choix du 
point fixe uj de A. En effet, quand on change M.^ en M. u g, on ne change 
pas la fonction L car (3 \— > j3 ri Pr 2 et /3 i — > Nk/q{{3) sont deux fonctions 
(^-invariantes. 
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- Nous démontrerons dans le corollaire [2 que L A {s) admet un prolonge- 
ment sur C en une fonction entière qui vérifie une équation fonction- 
nelle. 

- Dans le cas particulier où A4 W est un O^-module, la fonction est La 
est simplement la fonction L de Hecke partielle associée à l'idéal M.^ 
de Ok et au caractère tp : [3 ^ sign(/3 f . 1 /? T . 2 ) de K*. 

La proposition suivante permet de comparer les fonctions L p -\ap et 
L A k à la fonction La- En particulier, elle justifie la présence du facteur 
sign(citr(y4i)) dans la définition de La pour assurer l'identité La- 1 = —La- 

Proposition 6. Soit A une matrice quasi- elliptique de T. 

( a" b" \ 

1. Soit P = I "„ „ J G T. Alors 

L P ap-i(s) = \N K/Q (c"u + d")\ s L A (s). 

2. Soit k un entier relatif non nul. Alors 

L± Ak (s) = kL A (s). 

Démonstration. Pour établir la première assertion, nous allons étudier suc- 
cessivement le comportement de c, U a et M.^ quand on change A en PAP^ 1 . 

i) En notant A' = PAP^ 1 = ( ° ^, J , un calcul direct établit les 
égalités suivantes entre les valeurs propres de A et celles de A 1 : 

cu + d = c'(Plu) + d' et au 9 + d = c\Pu 9 ) + d' . 
D'où par soustraction des deux égalités précédentes 

g . ,{a"u + b" a"u 9 + b"' 

c[uj — uo y ) = c — 

v ; \c"u + d" d'uja + d", 

Après avoir chassé les dénominateurs, on obtient enfin 

c' = cN K/F (c"uj + d"). (17) 

ii) Les matrices PAP~ l et A ont mêmes valeurs propres {e, e" 1 }, donc 

Upap-1 = U A - (18) 

iii) Par définition, {u, 1} est une base de J\4 W relativement à O f . Puisque 
P appartient à T, {a"u + b" , c"u + d"} est une autre base. Ainsi 

7W W = {a'u + b")0 F + {c"uj + d")0 F = {c"u + d"){0 F + (Pu)O f ), 

qui s'écrit aussi 

M ~ = dh7+dF M "' (19) 
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Les points fixes de PAP~ l sont Pu et Pu 9 . En utilisant flHJ) et (JUJ), il vient 
Lp AP -i{s) = sign(c 1 tr(A 1 )iV K/i r(c u + d ) l ) > -— ' . 

On conclut à l'égalité souhaitée grâce à (jTÏÏI) . 

Démontrons maintenant la deuxième assertion. 

L'identité L ±J 4 = La résulte immédiatement de la définition de La(s). 

Le cas où k = — 1 est également simple. Les matrices A et A -1 ont même 
trace, mêmes valeurs propres {e, e -1 } et mêmes points fixes {u,u 9 }. Leurs 
entrées c étant de signe opposé, il s'ensuit que L^-i(s) = —La(s). 

Il suffit maintenant de montrer que L A k = kL>A si k est un entier positif. 

a (k) b (k) 

sont {u,u 9 }. Ainsi le groupe U \k est un sous-groupe d'indice k de C/a, et par 
suite kL*A et L A k coïncident au signe près. Il reste à régler le problème du 
signe de c^tr(v4^). 

On a convenu que u r2 < u ri . Il en résulte que pour tout k > 1, on a 



Les valeurs propres de A = [ ^ ^ ) sont {e , e }, et ses points fixes 



ri 2 



tr(^)+ sign(cS fc) ) v /tr(^) 2 



(20) 



D'après l'égalité précédente, si c{ tr^Af) est positif alors |e^J > |tr(^4j)|/2. 
On en déduit que |e*J > 1 car A\ est hyperbolique. La réciproque s'obtient 
en changeant e en e 9 . On a donc la série d'assertions équivalentes suivantes : 



sign(cf ) tr(^)) = +1 ^ \e k ri \ > 1 |e n | > 1 sign(c 1 tr(A 1 )) = +1. 

Ainsi Citr(Ai) et c[\r(Ai) ont même signe et on a en définitive 

L A k{s) = kL A (s). 

□ 



3.1.3 Lien entre la valeur spéciale L^ j (0) et ^f(A). 

Soit A une matrice quasi-elliptique de T dont la composante hyperbolique 
est Ai. Soit u r , 2 < u ri les deux points fixes réels de Ai, et u c G 7i n_1 le point 
fixe des autres composantes (Ak)^ =2 - 

Nous avons montré dans le paragraphe précédent comment associer à la 
matrice A une fonction holomorphe La(s) définie pour Re (s) > 1. De plus, 
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la définition El permet d'associer à la matrice A le réel ^(A) en renormalisant 
la valeur spéciale uj c ). 

Le but de ce paragraphe est de prouver d'une part que La(s) admet un 
prolongement holomorphe sur C qui a un zéro d'ordre au moins n — 1 en 
s = 0, et d'autre part que la valeur ^(0) coïncide avec (n — l)\ty(A). 
Ces deux résultats se déduisent d'une formule qui exprime La(s) en fonction 
de la période d'une forme différentielle /^-invariante construite à partir la 
série d'Eisenstein non-holomorphe Ep(z, s) introduite par Asai. 

Plus précisément, en nous inspirant des travaux de Hara [Ha], C. Meyer 
[Me] et Siegel [Si] qui utilisent une méthode due originellement à Hecke, nous 
considérons la forme différentielle 



Il résulte immédiatement de la proposition[îj2 que cette forme est Ai-invariante. 
Le demi-cercle C de diamètre [av 3 , u ri ] est l'unique géodésique de Ti invariante 
par la matrice A\. 

Le théorème suivant relie la période de cette forme différentielle à la 
fonction L A (s). 

Théorème 5. Soit r un point du demi-cercle C. Soit s un complexe de partie 
réelle > 1. Alors on a l'égalité 



où l'intégrale porte sur l'arc de C joignant r à Ait. Le terme Vol(.M^) désigne 
le volume du O A-module M.^ considéré comme un réseau de M. 2 x C" -1 . 

Démonstration. Soit r un point du demi-cercle, et r* = A\T G C son image 
par A\. On pose 



l'intégrale portant sur l'arc C T joignant r à r*. 

Nous allons construire une paramétrisation de l'arc C T . Pour cela, définis- 
sons l'application / : z\ \— » ijrz^ 2 -- On note que / réalise une bijection du 
demi-cercle C sur W + . En outre, il suffit d'utiliser les égalités A\UJ ri = u ri et 
Aiuj r , 2 = uj r2 pour vérifier que fij*) = éLf(r). 

On peut supposer sans perte de généralité que f{j) = 1 et |e n | > 1. 
En effet, Ja(s) est la période d'une forme différentielle Ai-invariante et ne 
dépend donc pas du choix du point base r de C. On voit également que, 



_d_ 



E F (zi,u c , s)dzi. 




(21) 
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quitte à changer A en A' 1 , ce qui a pour effet de changer Ja(s) et La(s) en 
leur opposé, il suffit de démontrer le théorème dans le cas où |e n | > 1. 

On supposera dans la suite que ces deux hypothèses simplificatrices sont 
satisfaites. L'application g = / _1 définit alors une paramétrisation de l'arc 
C T : 

g:[l,e 2 ri }^C T . 

Cela conduit à effectuer dans Ja(s) le changement de variable 

Zl = g(t) = d'où d Zl = (si-^X*!-^) ^ 

t — % U r2 — UJ n t 

On calcule explicitement la dérivée partielle -J^ = — i-Jj^ de E F {z, s) 
à partir de la définition [2j On vérifie que -£^E F (zi, lu c , s) est donné pour 
Re (s) > 1 par la série 

(n,is)£0 2 F /U F k=2 

Après un calcul élémentaire, on arrive à 

"R^T^F^ 1 " " Wfa) W^J^T' (23) 

où l'on a posé /9 = + v. 

Lorsque le couple (fi, v) parcourt l'ensemble des classes non nulles du 
quotient O f mod U F , on observe que (3 parcourt l'ensemble des classes non 
nulles du quotient M.^ mod U F . Nous déduisons de (|22| . (|23l) et de la re- 
marque précédente que 

it,)- sV " v' frrifli-^ r } ' t'(-iP n t+P n ) 2 dt 

* (> ~^Jb*,v2 IAI < 24 » 

où V = {oj ri — u> r2 ) Ylk=2 h^O^/fc)- Le réel V^fip peut s'interpréter comme le 
volume Vol(.M £ j) du module .M^ vu comme un réseau de M 2 x C™ -1 d'après 
[Sa, Prop. 4.2.1 et 4.2.2]. 

Utilisons maintenant une idée due à Hecke. Elle consiste d'abord à ef- 
fectuer dans l'intégrale du membre de droite de (|2~î| le changement de variable 

Pr 2 



U : 



t. Puisque \N K/Q (P) \ = \PrM Uk=2 W, l'égalité (jSJ) devient 



8+1 7, ' 
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où on a posé (p(0) := sign(/3 ri /3 r2 ). 

On observe ensuite que l'on obtient un système de représentants des 
classes de M. u \ {0} mod Up en considérant la famille {e k (3} où k G Z 
et P E M.u) \ {0} mod £7^. Cela nous permet d'écrire l'égalité 



Ja(s] 



sVo\{M, 
2(d F ) s 



E' 



liV, 



La famille de segments 
tion de MI. Par conséquent 



K/Q 



A 2 



E 



£n|,2fc+2 



c 2fc 
-ri ) 



Al 



g Vol (.M, 

2(d F y 



\Nk/q(P)[ 



u s 1 



— itp(j3)u) 2 du 
2k (u 2 + 1T' 

/c G Z j forme une parti- 

iip(P)u) 2 du 



o 



f3eMu/U A 

Pour conclure, calculons la valeur de l'intégrale 

'"° u s (l - i<p({3)u) 2 du 



u 2 + 1Y+ 1 



u 



(25) 



/ := 



o 



u 



(u 2 + iy +i 

En effectuant le changement de variable û := u -1 , on trouve 



u 



[u 2 + 1) 



8+1 



-iip(P) + u) 



,du 



d'où 



I-4i<p{/3) 



u 

( u 2 + iy+i~> 



u 



sign(/3 n /3 r2 ). 



r( a + i) 

On reporte la valeur de l'intégrale / dans le membre de droite de (|2"5T) . 
Puisque |e n | > 1, nous savons que le facteur sign(citr(Ax)) qui apparaît dans 
la définition de La(s) est égal à 1. Le théorème s'ensuit. □ 

D'après le théorème précédent, il suffit d'étudier les propriétés de la forme 
Ai-invariante -^-Ef{z\,oj c , s)dz\ pour obtenir le prolongement holomorphe 
de La{s). Ces propriétés sont rassemblées dans la proposition suivante qui 
est une conséquence immédiate du théorème QJ 

Proposition 7. Soit z G H n fixé. 

1. Définie pour Re (s) > 1 par une série, la fonction s i— > ^-Ef(z,s) se 
prolonge en une fonction holomorphe sur tout le plan complexe. 
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2. On a l'équation fonctionnelle 



G F (2s)-^E F (z,s) = G F (2-2s). 



3. Au voisinage de s = 0, on a le développement en série de Laurent 

+ 0(s n+1 ). 



à E F (z,s) = -2 n - 2 R F s n 



dzi 



1 d u \ 



\_Zj — z\ dz\ 



Corollaire 1. Pour toute matrice A quasi- elliptique de T, la fonction La 
définie pour Re (s) > 1 se prolonge en une fonction holomorphe sur tout le 
plan complexe. De plus la fonction 



L A (s) := (Vo\(M^n- n yT(s) n - l T ( 



L A (s) 



est une fonction holomorphe sur C, invariante quand on change s en 1 — s. 

Démonstration du corollaire^ On déduit du théorème El et de la proposition 
01 que La(s) se prolonge en une fonction méromorphe sur C Ses pôles, s'il 
y en a, ne peuvent provenir que des pôles de T(s). Ils ne peuvent donc se 
trouver qu'en s = —m, m G N. En outre, la proposition 03 montre que 
La{s)/ s n_1 est bornée au voisinage de 0. Par conséquent, la fonction La est 
holomorphe au moins sur le demi-plan Re (s) > —1. 

On déduit du théorème El et de la proposition 02 l'égalité 

L A (s)=L A (l-s). 

Par suite, la fonction La est holomorphe sur les demi-plans Re (s) > —1 et 
Re (s) < 2, donc sur C. On en conclut que La est holomorphe sur C. □ 

Etudions maintenant de manière plus précise le comportement de L A {s) 
au voisinage de s = au moyen de la formule limite de Kronecker généralisée. 

Théorème 6. Pour toute matrice A G T quasi-elliptique, la fonction La a 
un zéro d'ordre supérieur ou égal à n — 1 en s = 0. En outre on a l'identité 

L^- 1] (0) = (n-l)\nA). 

Démonstration. En utilisant les développements en série de Laurent au voisi- 
nage de s = donnés par la proposition03 d'une part, et F (s) = s" 1 + 0(1) 
d'autre part, on déduit du théorème El l'identité 

2 n R F _ r V 1 d 



La(s) = -^s"- 1 / - — M*i, w c ) dzt + 0(s n ). 

2m J T \zi- zi àzi 
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On voit donc que la fonction L^(s) possède donc un zéro d'ordre > n — 1 
en s = 0, et que sa dérivée d'ordre n — 1 en s = s'écrit 

.(„-i)^ (n rV 1 «9 



(0) = ^— ^2™i? F / - — h{z u u c ) dz x . 

2^7^ J r \Zi-Zi dz x J 

Pour évaluer cette intégrale, on cherche à exprimer la forme différentielle 
(ï^IÏ — ^7^( Zl ' ^c)) ^ comme l a différentielle totale d'une fonction holo- 
morphe. Commençons par noter que h = —4 Re (A) est la partie réelle de 
la fonction — 4A(zi, . . . , z n ) holomorphe par rapport à Z\. On en déduit que 
la forme -£^h(zi,uj c )dzi est la différentielle totale de la fonction holomorphe 
z x h-> -2A(z 1 ,u c ). 



dz 

n— - 

cercle C de diamètre [av 2 , u ri ]. L'équation de C étant donnée par 



On veut faire de même avec la forme f 1 ^ lorsque Z\ appartient au demi- 



Zl^l [Zl + Zi) + U ri U r2 = 0, 



on trouve d'abord 

1 1 



+ 



Z\ — Z\ 2 y — C<J. ri Z\ — toV 2 
On conclut que 

dz\ 



z 1 - Zi 

Nous obtenons ainsi l'égalité valable pour tout r sur le demi-cercle C 

L (n-1) (0) = l J- F ^ ^ + _ ) + H ^ _ ^ (26) 

4î7T L J r 

On rappelle que pour tout r G H on a l'égalité (JHJ), c'est à dire 



- j" 

4A(zi, cu c ) = ln [-(c X T + rfi) 2 )] + ^ ln |c fe cj fc + 4| 2 + ivr$(A, 



fc=2 



On sait que e = eu + d est une unité relative de K/ F. Ses images complexes 
sont donc sur le cercle unité. Il s'ensuit que ln \ckOJk + dk\ = pour 2 < k < n. 
En outre, on a par définition ^(A) = 2 n R F ^(A 1 u c )-2 n ~ 2 R F sign(citr(Ai)). 

D'après l'identité (|26|) et les remarques précédentes, il nous suffit pour 
obtenir la formule souhaitée de montrer que pour tout r G 7ï, l'égalité 

ln [z\ — CfcVi) + l n ( z i — UJ r 2 ) = — ln (— (ciT + c?i) ) — ï7t sign(citr(Ai)) 

(27) 
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est satisfaite. Notons d'abord que le complexe 



e ri (c X T + d x ) 



est un point de 7i et (r — uj ri ) 1 un point du demi-plan inférieur. On en 
déduit que 

[ln(zi -u ri )] T r = - ln (e n (c X T + dx)) . 
En menant le même calcul avec av 2 et e r2 = e" 1 , on en conclut que 

- r* 

\n(zi — tu ri ) + \n(zi — oj r2 ) = — ln (e ri (cir + <ii)) — ln (e r2 (cir + e^)) . (28) 



L'égalité précédente va nous permettre d'établir (|27jl . Pour cela, distinguons 
deux cas selon le signe de citr(Ai). C'est aussi le signe de C\e ri puisque l'on 
a e + e" 1 = tr(A). 

- Cas 1 : Citr(Ai) < 0. Les complexes ie ri (c\T + di) et ie T2 {c\T + c?i) sont 
donc dans le demi-plan Re (r) > 0. Par suite 

ln ( — [c\T + di) 2 ) — ï7r = ln (ie ri (c\T + di)) + ln (ie r2 (c\T + d\)) + 2 ln(— i) 

= ln (e ri (cir + rfi)) + ln (e r2 (cir + c?i)) . 

- Cas 2 : citr(Âi) > 0. Les complexes — ze ri (ciT + c?i) et — ie r2 (cir + c/i) 
sont dans le demi-plan Re (r) > 0. Par suite 

ln (-(cir + di) 2 ) + in = ln (e n (cir + di)) + ln (e r2 (cir + (ii)) . 

Ces deux cas ont rassemblés dans la formule 

ln (— (cir + g?i) 2 ) + i7r sign(citr(Ai)) = ln (e n (c 1 T + di)) + ln (e r2 (cir + c?i)) . 

En combinant l'égalité précédente et (|28|) . on obtient l'identité (|27|l souhaitée. 
Le théorème s'ensuit. □ 



3.2 Propriétés de l'invariant ^(^4). 

La définition nous permet d'associer à une matrice A G T lorsqu'elle est 
elliptique une famille de n nombres réels {^j(A), 1 < j < n}, et lorsqu'elle 
est quasi-elliptique un unique réel = ^(A). 

La proposition[Hl rassemble les propriétés communes de ces invariants. Elle 
généralise à T les résultats de Rademacher [Ral, Satz 7 et 9] pour S , L 2 (Z). 
Nous commençons par montrer que dans le cas elliptique on peut calculer 
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a b 

Lemme 5. Soit A = I , ) G T une matrice elliptique. Alors A est 



c d 

d'ordre fini m > 1, et pour tout entier j G {1, . . . , n}, on a 



Vj{A) = -2 n ~ 2 R 



^ - sign(c i tr(A i )) 



Z7T 



où est l'unique point fixe de Aj dans H, et CjUj + dj est une valeur propre 
de Aj. 

En particulier, 2^/j(A)/Rp est un rationnel dont le dénominateur divise 

m. 

Démonstration. La preuve est immédiate. Pour tout entier k, 1 < k < n, la 
composante Ak de la matrice A a un unique point fixe uok dans 7i. On déduit 
de (0) que 

ln [-{cjUj + dj) 2 ] + 22 m \°k^k + d k \ 2 + MTT$j(A, {uj k )k^j) = 0. 

k+j 

Puisque A est elliptique, elle est d'ordre fini m > 1. Ainsi les valeurs propres 
CkOJk + d k de A k sont des racines m-ièmes de l'unité, et l'égalité précédente 
se réduit à 

ln [-(CjUj + dj) 2 ] + 4iir$j(A, {uJ k ) k ^) = 0. 
Il suffit d'utiliser la définition El pour conclure. □ 

Proposition 8. Soit A G T une matrice elliptique ou quasi- elliptique de F. 
On a les égalités 

1. 

^ j (P~ 1 AP) = ^j(A) pour toute matrice P de T. 

2. 

V J (-A) = y j (A), et i ifj(A~ 1 ) = —tyj(A). 
3. Soit A G T une matrice quasi- elliptique, et k G Z. On a l'égalité 

m(A k ) = M {A). 

Démonstration. On note u c G 7i™ _1 le point fixe de (A k )k^j- Commençons 
par démontrer la deuxième assertion. L'identité *ffj(—A) = ^fj(A) résulte 
immédiatement de la définition De plus, on obtient grâce au théorème El 
l'égalité 

$j(A,uj c ) + ^ j (A~ 1 ,u c ) = 0. 
On en déduit que ^-(A" 1 ) = -^j(A). 
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On se donne maintenant une matrice P de T et on note P 1 AP = 

Pour démontrer les assertions 1 et 3, nous distinguons deux cas selon que 
la composante Aj de A est elliptique ou hyperbolique. 

i) Dans le premier cas, la matrice A est elliptique de point fixe u G 7ï n . 
Par suite, P~ l AP est elliptique de point fixe P^uj G H n . Un calcul 
direct montre l'égalité suivante entre les valeurs propres de A et de 
P- 1 AP : 

r' j {P j L-.S • â' t Cj Uj • <t r 
On en déduit que Cj et c'j ont même signe, et par suite 

sign( C ;tr(Pr 1 A i P i )) = sign(c i tr(A J )). 

En utilisant les deux égalités précédentes ainsi que le lemme on 
obtient le résultat souhaité : ^(P^AP) = #j(A). 

ii) Supposons maintenant Aj = Ai hyperbolique. Le théorème El relie 
^(A) à ipi)- La proposition El permet d'établir facilement les pro- 
priétés demandées : 

tf(P _1 AP) = ty(A) et ^(A k ) = kV(A). 

□ 

Si la matrice A de T est elliptique, les invariants {^j(A)/Rp, 1 < j < n} 
sont rationnels d'après le lemme El Si A est quasi-elliptique, nous allons voir 
que l'invariant ^(A), bien que défini de manière analogue, a une nature très 
différente dès que n > 1. 

On se propose dans la partie suivante de souligner l'intérêt arithmétique 
des invariants ^(A) si A est quasi-elliptique. On verra plus particulièrement 
que pour n = 2, la nature arithmétique de ces invariants de classes de T est 
gouvernée par la conjecture de Stark. Dans les rares cas où cette conjecture 
est démontrée, cela nous permettra de calculer quelques invariants associés 
à des matrices quasi-elliptiques. 

3.3 Lien entre l'invariant ^(^4) et la conjecture de Stark. 

Soit F un corps quadratique réel de nombre de classes 1, et if une exten- 
sion quadratique quasi-totalement complexe. On note V\, t>2 les deux places 
réelles de K au-dessus de L\ et v c la place complexe de K au-dessus de i<i. 
On note H (resp. H + ) le corps de classes de Hilbert (resp. au sens restreint) 
de if, et G le groupe de Galois de l'extension H + /K. 

On suppose que K n'a pas d'unité de norme —1. Par conséquent, l'exten- 
sion H + /H est une extension quadratique, et on note p G G le générateur 
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de son groupe de Galois. Le groupe G est donc d'ordre 2hx, où hx désigne 
le nombre de classes de K. 

Nous allons associer à chaque élément a du groupe G une classe de con- 
jugaison <£ a de T constituée de matrices quasi-elliptiques A a . 

Le but de ce paragraphe est de formuler précisément la conjecture de 
Stark associée à l'extension H + /K pour prédire la nature arithmétique des 
valeurs spéciales L' A (0) et par suite de la famille d'invariants de classes 

L'application d'Artin permet d'associer à tout idéal fractionnaire a de K 
un élément a a de G. D'après la théorie du corps de classes, cette application 
induit un isomorphisme du groupe des classes de K au sens restreint Cl^- sur 
le groupe G. Notons S = {vi,v 2 ,v c } l'ensemble des places archimédiennes de 
K. On associe à tout élément a de G la fonction zeta partielle définie pour 
Re (s) > 1 par 

(s(s,a):= N ( m )~ S , 

mCO K 
a m — a 

la sommation portant sur les idéaux entiers m de K dont le symbole d'Artin 
& m est égal à a. Ces fonctions admettent un prolongement méromorphe pour 
seC. ' 

Avant de pouvoir énoncer la conjecture de Stark, nous devons étudier 
l'ordre d'annulation de la fonction (s(s, a) en s = 0. Les résultats souhaités se 
déduisent du comportement en s = des fonctions L de Hecke de l'extension 
H + /K définies comme suit. On associe à tout caractère x sur le groupe 
abélien G la fonction L de Hecke définie pour Re (s) > 1 par 

L S {s,x) = ^2x(v)(s(s,(t)- 

Ces fonctions ont un développement en produit d'Euler. Si x n'est pas le 
caractère trivial, elle admettent un prolongement holomorphe à C. 

L'ordre d'annulation r(x) de Ls(s,x) en s = est connu. Il se déduit de 
la propriété L s (l, x) 7^ et de l'équation fonctionnelle de L s (s, x) (cf. [We]). 
On obtient les résultats généraux suivants ([D-S-T]) : si x est le caractère 
trivial, on a r(x) = \S\ — 1; sinon, r(x) est le nombre de places v de S dont 
le groupe de décomposition D v C G est contenu dans le noyau de x- Sous 
nos hypothèses, l'extension H + / H est quadratique. Par conséquent, la seule 
place de S qui se décompose totalement dans l'extension H + /K est v c , tandis 
que les deux autres places V\ et v 2 se ramifient. On en déduit que 

~ r (x) — 2 si x est le caractère trivial, 

- r(x) = 1 si x(q) = -1, 

- r(x) = 3 sinon. 



34 



Les formules d'orthogonalité des caractères permettent de relier (s(s, a) aux 
fonctions L s (s, x) selon la formule 

Cs(s,a) = ^-J2x(°)L s {s,x)- 

K xec 

On en conclut finalement que les fonctions (s( s , °~ ) s'annulent en s = pour 
tout a de G. 

On obtient même un renseignement supplémentaire : l'égalité précédente 
permet aussi d'établir l'identité 

Cs(s, a) + Ç s {s, ag) = V x(^)As( s >x), 

x£G 
x(e)=i 

la sommation portant sur les caractères x de G tels que = 1- Toutes les 
fonctions L qui apparaissent dans cette dernière somme vérifient L' s (0, x) — 
d'après la discussion précédente. On en déduit que pour tout a G G on a 
l'égalité 

Cs(0,a) + Cs(0,ag) = 0. 

La conjecture de Stark s'énonce de la manière suivante dans notre con- 
texte ([Ta],[D-S-T]). 

Conjecture 1 (Stark). Soit q le nombre de racines de l'unité contenues 
dans H + . Il existe une unité de u de H + qui vérifie les propriétés qui suivent. 

a) Soit w' une place de H + qui ne divise pas l'unique place complexe v c 
de K. Alors on a l'égalité \u\ w i = 1. 

b) Soit w une place de H + au-dessus de v c . Alors pour tout a G G on a 
l'égalité 

lnKU = -g&(0,<7). 

c) L'extension K{u l l q ) est une extension abélienne de K. 

Nous reformulons maintenant cette conjecture en termes de valeurs spé- 
ciales ^(0), où A est une matrice quasi-elliptique de Y. Pour cela, nous 
associons à tout élément a de G une classe de conjugaison £ CT de Y selon la 
construction suivante. 

On commence par associer à a G G un idéal fractionnaire b de K tel que 
°~b — Considéré comme un CV-module libre de rang 2, l'idéal b a une 

base (7, 7) G K 2 . On pose u := 7/7. Par convention, la base (7,7) de b est 
orientée : on demande que 00 vérifie u r2 < u ri , où a ri et a r2 désignent les 
images réelles d'un élément de a G K associées aux places v\ et V2- L'idéal 
fractionnaire a := (7 _1 )b s'écrit a = Of + ujOf et vérifie = a^a a . 
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Ceci étant, on remarque que le groupe des unités relatives de l'extension 
K/F est de rang 1. On note e le générateur de sa partie libre vérifiant e n > 1. 
On a eo = o. Il existe donc des entiers a, b, c, d de Of tels que eu = au + b 
et e = au + d. Autrement dit, on a l'égalité matricielle 



ujuj 9 \ l (ab\(ujuj 9 \ ( e 



1 1 \ c d \ 1 1 



(29) 



où on a noté g le générateur du groupe de Galois de l'extension K/F. On en 
déduit que ad — bc = et 9 = 1. Par suite, la matrice A = f ^ ^ 

élément de T quasi-elliptique de points fixes {u,u 9 }. 

La matrice A construite précédemment dépend de l'élément a de G mais 
aussi du choix arbitraire de l'idéal b tel que a b = (cr)^ 1 et d'une C^-base 
orientée de b. On montre facilement que des choix différents conduisent à une 
matrice conjuguée de A dans T. Par suite, a définit une classe de conjugaison 

de T. 

Considérons la fonction La (s) associée à la matrice A. Avec les notations 
du paragraphe 13 . 1 . 1| le CV-module M.^ = Op + ojOf n'est autre que l'idéal 
fractionnaire a. Le groupe des unités Ua est un sous-groupe d'indice ex = 2 
ou 1 du groupe des unités de K, selon que l'unité fondamentale de F est ou 
n'est pas la norme relative d'une unité de K. En outre, l'hypothèse e n > 1 
entraîne que tr(Ai) > 2. En utilisant (|2fl|) . on en déduit que Citr(Ai) > 0. 
Par conséquent, la fonction La associée à A est donnée d'après la définition 
par la formule 

<p(a) 



L A {s) = e K ^ 



où on a noté ip le caractère de K* défini par ip(a) - 

Nous relions maintenant La (s) à la fonction (s(s,cr). Soit m un idéal de 
Ok tel que a m = a. On a alors a bm = 1. L'idéal bm est donc un idéal principal 
(P) engendré par un élément /3 Gb totalement positif. On en déduit que 



( s (s,a) = N(by N ( bm ) 

mCO K 

= N(b) s \ N K, 



C«Cb 
|8>0 



Soit m' un idéal de Ok tel que cr m / = a g. L'idéal m'b est un idéal principal 
(/3) engendré par un élément (3 G b tel que = —1. Il s'ensuit que 

Us, a) - ( s (s, a g) = iV(b) s £ ■ 
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On effectue le changement de variable a := 7 l (3 pour obtenir 

L A {s) = e^( 7 )iV(a)- s [Ç s (s, a) - ( s (s, a g)] . (30) 
On conclut finalement de l'égalité C s (0,ctq) = — £5(0,(7) que 

L' A (0) = ±2e K C s (0,cT), (31) 

le signe étant +1 ou —1 selon que aj^ est égal à a ou ag respectivement. 
On remarque que le réel 

L' A (0) = 9{A) 

ne dépend que de la classe de conjugaison <£ a de A d'après la proposition|Hl3. 

Soit (A a ) a( zG £ Y 2Hk une famille de représentants des classes de conjugai- 
son (C (T ) (t6 g construites précédemment. La conjecture de Stark prédit donc 
que le réel e 2e x est la valeur absolue d'une unité algébrique qui engen- 
dre l'extension H + /K. Il faut remarquer que l'on a reformulé une conjecture 
portant sur la valeur spéciale de fonctions L en s = en une conjecture 
portant sur la valeur spéciale de la fonction réelle-analytique &(A a} z 2 ) en un 
point algébrique u c G H associé à A a . La conjecture de Stark est démontrée 
dans le cas "trivial" où [H + : K\ = 2 (voir [Ta, Th. 5.4]). On dispose alors 
d'une formule explicite pour L' A<y (0) que nous utilisons dans le paragraphe 
suivant pour obtenir la valeur de certains invariants ^{A). 

3.4 Exemples numériques. 

Soit F un corps de nombres totalement réel de degré n, de nombre de 
classes 1. Soit K une extension quadratique de F quasi-totalement complexe. 
On note H + le corps de classes de Hilbert au sent restreint de K. 

Le but de ce paragraphe est de calculer explicitement un certain invariant 
^(A) sous l'hypothèse que l'extension H + /K est quadratique. On profite en 
effet de cette hypothèse très restrictive pour calculer L' A (0) et donc ^f(A). 

Soit x I e caractère non-trivial du groupe des classes au sens restreint de 
K. Dans cette situation, on a l'égalité 

£M = ^?# (32) 

Nous pouvons calculer le premier terme non nul du développement en série 
de Laurent au voisinage de s = de ce quotient. 
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Supposons pour simplifier que l'extension F(i)/F est non ramifiée en 2. 
Il s'ensuit que le corps K{i) est contenu dans H + . Par hypothèse, H + est 
une extension quadratique de K; on en déduit l'égalité 

H + = K(i). 

Il y a trois extensions quadratiques de F contenues dans K(i) : le corps 
F(i) qui est CM, le corps quasi-totalement complexe K, et un corps quasi- 
totalement réel noté K'. La fonctorialité des fonctions L d'Artin permet 
d'écrire que 

Ck(i) _ Cf(i) (k Çk' 

Cf Cf Cf Cf 

On rappelle que la fonction zeta d'un corps de nombres k a le développement 
de Taylor suivant au voisinage de s = : 

où Wk est le nombre de racines de l'unités de k, u (resp. v) le nombre de 
places réelles (resp. complexes) de k , hk le nombre de classes de k et Rk le 
régulateur de k. On déduit de J32j), ffiHj) et de l'égalité précédente que 

1 (»- 1 )(0, x ) = („-l)!%2^fl. (34) 

Wf{i) tiF 

Notons que si n = 2, cette identité montre que la conjecture de Stark 
est valide dans la situation "triviale" où H + = K{i). En effet, on établit 
facilement que le réel Rk> / Rf est le logarithme d'une unité de K'. 

Revenons au calcul des invariants de classes de T. La fonction L(s, x) peut 
s'exprimer en fonction de La (s) pour une certaine matrice quasi-elliptique A 
de T. Pour ce faire, on considère l'anneau des entiers Ok de K comme un 
Of module libre de rang 2. Il a une base orientée (7,7) G K 2 . Cette base 
induit alors une matrice quasi-elliptique A de V en suivant une construction 
similaire à celle du paragraphe 13.31 On déduit de (|30|) l'égalité 

La(s) = e K N K/Q (-f) s ip(-f)L(s,x)- 
A l'aide de et du théorème |H1 on en conclut finalement que 

iTrf a\ t ^ K h F (i)h K 'RK' , . 

V{A) = tp{i) — . (35) 

VVF(ï)tt F 



Exemples numériques. On se limite au cas où n = 2. Le corps F = 
est de nombre de classes 1. Son unité fondamentale est u = 8 + 3\/7. Le corps 
F(ï) est de nombre de classes 1, et il contient 4 racines de l'unité. 
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On considère d'abord l'extension quadratique if de F engendrée par le 
réel = y/— 2 + y/7. L'anneau des entiers de K a pour base relative orientée 
(1, uj k ). Le groupe des unités de K est de rang 2, engendré par {—1, u, e K } où 
e K est de norme relative 1 et a pour image réelle := (3 + y/7)uj^ — 2 — y/7. 
On construit alors grâce à la relation la matrice 



-2 -y/7 l + y/7 \ 

3 + y/7 -2-V7 J 



image par le plongement i\ d'une matrice quasi-elliptique A de SL 2 (Of). On 
a hx — &k — 1- Le corps de classes de Hilbert au sens restreint de K est 
K(i). Les trois extensions de F contenues dans K{i) sont K, F{i) et le corps 
if' engendré par le réel ujf = \/2 + y/7. Le groupe des unités de K' a pour 
générateurs {-1, u, e K '} où e£' := (9+3^7)^' +18+7\/7 et N KI/F (e K ') = 1. 
Par suite, un calcul élémentaire montre que Rk'/Rf = 21ne^'. En outre, on 
hx' = £k' = 1- On déduit donc de l'égalité ([3~ïï|) que l'invariant associé à la 
matrice A est 

V(A) =me£' = ln^9 + 3v / 7) \A + + 18 + 7^ . 

Nous pouvons exprimer l'égalité ci-dessus en termes de valeur spéciale 
en u" = iy/2 + y/7 e 7ï de la somme de Dedekind généralisée s(d,c; .), où 
di = —2 — y/7, ci = 3 + y/7. Grâce à la proposition 03 on peut même se 
ramener à la somme de Dedekind fondamentale s = s(0, 1; .). A l'aide de 
l'égalité (JH3), on obtient ainsi que *&(A)/Rp est égal à 



4s f J£ +1 ) - 4s (wf + 1) + 2 + k f \/2 + V7 



72037 + 23827v/7 
4683 



On remplace maintenant le corps if par K'. La construction précédente 
conduit à une matrice hyperbolique 

A' = ( 18 + 39 + 15v ^ ^ 

1 V 9 + 3v/7 18 + 7A/7 y 

dont les points fixes réels sont ±V / 2~+\/7 = ±k>^f . En échangeant les rôles 
de if et if', nous pouvons calculer l'invariant ^f(A'). On trouve 

= lne£ = ln ^3 + v^) \J-2+y/7-2 - \/Vj . 
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4 Analogies entre la conjecture de Stark et celle 
de Darmon. 



On se limite à n = 1 ou 2. On se propose de souligner les analogies entre 
la construction des points de Heegner proposée par Darmon dans [Da] et 
notre construction basée sur les séries d'Eisenstein de poids 2 pour T. 

Pour N e N sans facteur carré, on note T (N) l'ensemble des matrices 

^ ^ j de T telles que N\c. On se donne une forme modulaire / propre 
pour les opérateurs de Hecke, normalisée, de poids parallèle 2 sur T (N). 

4.1 Cas où F = Q. 

Rappelons tout d'abord très sommairement la construction classique des 
points de Heegner d'une extension quadratique imaginaire de Q (Da, Part. 2 
et 3]). Si / est cuspidale, on peut lui associer une courbe elliptique S définie 
sur Q. Notons A £ C C le réseau de Néron de S, pla fonction de Weierstrass 
associée. Pour r G Tï, on note $at(t) G £(C) l'image de 

z T := 2in / f(z)dz 

J ioo 

par l'application (p, p') : C/Ag — ► £(C). 

Si r G est un point quadratique imaginaire, alors $at(t) est algébrique : 
c'est un point de S (H), où H est le corps de classes de Q(r) associé à un 
certain ordre O t ([Da, Th. 3.6]). 

Que se passe-t-il quand on remplace la forme cuspidale / de poids 2 par 
la série d'Eisenstein Eq^z) de poids 2 ? Cette série est la valeur en s = de 
la fonction définie pour Re (s) > 1 par 



Eq,2(z,s):= ( mz + ny 2 y s \mz + n\ 2s = — — Eq(z, s + 1). 

(m,n)eZ 2 



s dz 



Les résultats suivants se déduisent facilement de la formule limite de Kro- 
necker (Th.[Tj5) : \ E^{z) + |J = — 1/24 + . . . est une fonction holomor- 

phe dont les coefficients de Fourier sont rationnels ; On a l'équation fonction- 
nelle Eq^(Az) = (cz + d) 2 E<Q t 2(z), et à une constante d'intégration près on 
obtient finalement l'identité 

2 \n V (r) = 2m j ^ (e Qi2 (z) + - J dz. (36) 
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Noter que le terme correctif ^ a été introduit pour obtenir une forme dif- 
férentielle fermée. 

En outre, la fonction t](t) prend des valeurs algébriques quand r est 
quadratique imaginaire ; l'égalité (jHfiJ) est donc un ingrédient crucial de la 
démonstration de la conjecture de Stark pour le corps Q(r). 

La morale est donc la suivante : on se donne / une forme modulaire 
propre normalisée sur de poids 2 pour T (N), et Uf := 2mf{z)dz la forme 
différentielle r (A)-invariante associée. Soit r G TC un point quadratique 
imaginaire. Alors J T Uf permet de construire des points algébriques sur la 
courbe elliptique £ si / est une forme cuspidale, et des logarithmes de nom- 
bres algébriques reliés à la conjecture de Stark si / est la série d'Eisenstein. 



4.2 Cas où F est quadratique réel de nombre de classes 
au sens restreint hp = 1. 

On résume sommairement la construction de Darmon. On se donne S une 
courbe elliptique sur F de conducteur N associée à une forme modulaire de 
Hilbert cuspidale / de poids (2,2). 

Soit e G F une unité telle que e\ > et e 2 < 0. On définit la forme 
différentielle 

47T 2 

uf := — — [f(zi, z 2 )dz l dz 2 + f(e x z u e 2 z 2 )d(e 1 z 1 )d(e2Z2)} . 

Soit A G r une matrice quasi-elliptique, et G 7ï le point fixe de sa com- 
posante elliptique A\. Soit K l'extension quasi-elliptique associée. 
On choisit arbitrairement un point x G TC et on pose 




Ceci ne dépend pas du choix de x. Il existe conjecturalement un réseau Kg 
qui ne dépend que de 8 tel que, en notant ir : C/Ag — > £(C) l'uniformisation 
de Weierstrass et qs(K) le cardinal du groupe de torsion de £(K), le point 
<l£(K) 7! ' (J TA ) devrait être un point de S (H), où H est un corps de classes 
précis de K. 

Remplaçons maintenant la forme cuspidale / de la construction de Dar- 
mon par la série d'Eisenstein Ep^iz^ z 2 ) de poids 2 de Y. Elle est donnée par 
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la valeur en s = de la fonction définie pour Re (s) > 1 par 

i (y m) 



E F ,2(Z!, z 2 , s) 



(n,u)eo%/u F 
4 d d 



S 2 ÔZl ÔZ; 



(fitZx + V x ) 2 {[l 2 Z 2 + V 2 ) 2 \HlZi + V x \ 2s \ll 2 Z2 + V 2 \ 2s 

E F (z 1 ,z 2 ,s + l). 



On déduit immédiatement de la formule limite de Kronecker généralisée 
que tt 2 E Fj2 (zi, z 2 ) est une vraie forme modulaire de Hilbert holomorphe de 
poids (2,2) pour Y. Ses coefficients de Fourier sont rationnels, et on a l'égalité 

4tt 2 d d 

E F ^ 2 {z x ,Z 2 ) = —-———h(Zi,Z2). 

a F ozi oz 2 

Par suite, la forme différentielle associée à E F2 est 



OJ, 



d d d d 

-h(zi, z 2 )dzidz 2 + — — (h)(ez 1 , e 2 z 2 )d{e x z^)d{e 2 z 2 ). 



dz\ dz 2 



dz\ dz 2 



Supposons cette fois que A\ est hyperbolique et A 2 elliptique. Il résulte 
alors de la formule (|26|) que, à une constante d'intégration près, on a l'identité 



2Ri 



VK 



A\X l-TA 



10 



E F ,: 



1 1 

+ 



Z\ — UJ r 



z — UJ T 



dz\ 



-L' A (0). 



Notons çk le nombre de racines de l'unité de K. Si l'on en croit la con- 
jecture de Stark (cf. partie EPI) . — qicL' A (0) devrait être le logarithme d'une 
unité d'un corps de classes précis H de K. 
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